Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala, Judetul Dolj,17 februarie 2024
Clasa a-Vll-a

SUBIECTUL 1.
. “ _ V70+30V5
Fie numiruln = W (\/7 3v5 =7 + 3\/5)

a) Stabiliti daca numarul n este numar rational;
b) Gasiti [n]si {n}, unde [n] reprezinta partea intreagd a lui n si {n} partea fractionard a luin,
adica {n} =n —[n].

kK 3k
SUBIECTUL 2.
a) Aratati cd pentru orice x,y € Rare loc:
lx —yI? + [x +y1? = 2(|x|* + |y]?);
b) Aratati ca pentru orice x,y € Rare loc:
lx +yl + lx =yl = x| + |yl + |Ix] = [yl]
%k 3k

SUBIECTUL 3.
Consideram patratul ABCD, punctul T interior acestuia, astfel incat triunghiul ADT este

echilateral. in exteriorul patratului construim triunghiul echilateral ABE si triunghiul echilateral EDF,
astfel Tncat punctul B este situat n interiorul triunghiului EDF.

a) Aratati cd punctele C, T, E — coliniare;
b) Determinati masura unghiului (XBFE).
%k 3k
SUBIECTUL 4.
Fie ABCD un paralelogram cu AC N BD = {0} si punctele M € (AB), N € (BC). Punctele P si Q

sunt simetricele punctului O fata de punctele M, respectiv N. Stiind ca punctele P si Q apartin
dreptelor AD, respectiv CD, demonstrati ca:

a) O este centrul de greutate al triunghiului DPQ;
b) OPBQ este paralelogram;
c) BP = BQ daca si numai daca ABCD este romb.
Gazeta Matematicd 10/2023

Notd: Toate subiectele sunt obligatorii

Fiecare problema se va nota de la 0 la 7 puncte
Timp de lucru 3 ore



Barem de notare si evaluare
Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa Locala, Judetul Dolj, 17 februarie 2024

clasaa VIl a

Subiectul 1.
a)v/70 + 30v/5=5 + 3v5 1p
8v/7 + 3v5= 4(3vZ + V10) 1p
V7 =35 —7+3V5=(-2). 1p
V70+30v5 _ 5+3V5
e~ (V735 =7 +3V5)=— Gh VIO 1p
5+3\/_ 5-(5+3J?) _ s
" 4(3v2+10) W10= 4(3+V5) € Q 1p
5 1
b) [n] = [-§] =[-13] = -2 B
m={-13}=-11-(-2)= Ip
TOTAL 7p
Subiectul 2
a) Folosind relatia |x|?> = x? =
lx —y|? + |x +y]?> = x2 = 2xy + y* + x% 4+ 2xy + y? = 2x?% + 2y? 1p
2(|x? + [y[?) = 2(x* + y?) = 2x* + 2y?
Finalziare : [x — y|? + |x + y|? = 2(|x]? + |y|?) 1p
b) Ridicand la patrat obsinem: |[x + y| + |x —y| = |x| + |y| + ||x| — |y|| 12 1p
2 2 |xPP=x? 2 2
(x+yl+Ix—yD?=[Uxl +1yD +|Ix| = Iyl|]] == x2+ y? + 2xy + x? +
y:=2xy +2|x* —y?| = x2+ y* + 2|xy| + x2 + y* = 2|xy| +
3p
2|x% = y?|
Finalizare: 2|x2 — y?| = 2|x? — y?| 1p

TOTAL

7p




Subiectul 3

a)  ADTC-isoscel = m(«CTD) = 220 = 75° 1p
A ATE —isoscel= m(ZATE) = w = 45° 1p
Astfel m(XETC) = 180" = C, T, E — coliniare 1p
DA=DC . 1p
DI ‘égf; ED = FD =25 A ADE =A CDF
<EDA = «FDC = 15’
1p
Rezultd astfel FC = AE si m(«DCF) = 150° = «FCB = 60°
Dar A FBC —isoscel A FBC — echilateral=> FB = BE =A EBF —isoscel = 1p
m(XEBF) = 150" = m(<BFE) = 15° 1p
TOTAL P
Subiectul 4
a) Fie PONDQ = {R},00Q N AD = {S}.
A OMA=AOBC,AONC = A 0OSA,AORS=AOMN = 1p
OR = gpo,os = %0@, MN = RS.
MN || RS = RS |l PQ si RS = =2, 1p
. R - mij. (DQ)} 1p
in ADPQ = S — mij. (PD) = 0-c.g.ADPQ
b) Fie DO N PQ = (T}
O-c.g. ADPQ,0OT = OTD = 073 = TB,dar TQ = TP = OPBQ paralelogram 1p
c) II=>II
BP=BQ= PBQO — romb = <0TQ = 90°, DT — mediand =A DPQ —is. 1p
A APB =A CQB = AP = CQ = DA = DC = ABCD — romb. 1p
Ilcll
DT- mediand, DT — bisectoarea <PDQ =A DPQ —isoscel= DB 1 PQ
1p

= 0B L PQ, dar OBQO — paralelogram = OBQO —romb= BP = B(Q

TOTAL

7p




SUBIECTUL 1.(solutie completa)

. . _ V704305 _ _
Fie numarul n = —Sm (\/7 35 \/7 + 3\/5)

a ) Stabiliti daca numarul n este numar rational;

b) Gasiti [n] si {n}, unde [n] reprezinta partea intreaga a lui n si {n} partea fractionara a

luin, adica {n} = n — [n].

Solutie.

a) Folosind formula radicalilor compusi gdsim:v/ 70 + 30+/5 =5 + 3+/5,
8v7 + 3vV5= 4(3v2 + V10) si

J7-3V5 -7 +3v5 = (- 119).

Astfel:
V70+30V5 B 5+3+5 — 5(5+43,/5) _ 5
R (V7 -3VE — V7 4 8VB e (s VT0-- S0 = 2 o

b) [n]=[-3]=[-13]=-2m}={-13}=-12-(-2=2

4 4 4



SUBIECTUL 2 (solutie completa)
a ) Aratati ca pentru orice x,y € Rare loc:

lx —yI? + |x + y1? = 2(|x|* + |y|?);
b ) Ardtati ca pentru orice x,y € Rare loc:

lx + ¥l + |x =yl = x| + |yl + [Ix] = |yl|

Solutie.

Ix —yI? =(x —y)? =x% = 2xy + y?
lx+y|?=(x+y)?=x2+2xy+y?
S |x—y2+ x+y|? =x% = 2xy +y? + x% + 2xy + y? = 2x?% + 2y?
2(]x* + ly1?) = 2(x* + y?) = 2x* + 2y?
= |x —yl? + |x +y1? = 2(]x* + [y[>).
b) Avem echivalentele:

a) |x|? = x? =

lx +yl + 1x =yl = x| + |yl + |1x] = |y|] 12
Ridicdm ambii memobri la patrat =

2
(x+yl+lc=yD?=[Uxl +yD +[lxI = yl[]] = [x + 2 + lx =y + 2lx +y| - [x — y| =

2 |oc|2=x2
(lx] + lyD? + ||x| - |}’|| + 2[(|x| + |yl - ||x| - |3’||]<=”C2 +y?+2xy+xi+y* -
2xy + 2|x? —y?| = x% + y2 + 2|xy| + x% + y? = 2|xy| + 2|x? — y?| © 2|x? — y?| =

2|x?% — y?| — egalitate adevarata.



SUBIECTUL 3.(solutie completa)

Consideram patratul ABCD, punctul T interior acestuia, astfel incat triunghiul ADT
echilateral. In exteriorul patratului construim triunghiul echilateral ABE si triunghiul

echilateral EDF, astfel incat punctul B este situat in interiorul triunghiului EDF .
a )Aratati ca punctele C, T, E — coliniare;
b ) Determinati masura unghiului (XBFE).

Solutie.

a) Unind punctele C, T si T, E,observam ca A DTC —isoscel, pentruca DT = DC si

A ATE —isoscel, pentru ca TA = EA. Astfel gasim :

180° — 30° .
m(xCTD) = — = 75

180° — (30" + 60° s
m(XATE) = (2 ) = 45

Astfel m(XETC) = m(XETA) + m(KATD) + m(xDTC) = 45" +60° + 75" =
180° = C, T, E — coliniare.

A ADE bA=DC _ LU.L.
b) A CDF ED = FD (deoarece A FED - echilateral)| —
<EDA = <FDC = 15’

A ADE =A CDF
Rezults astfel FC = AE si m(<DCF) = 150° = <FCB = 60°
Dar A FBC —isoscel A FBC — echilateral= FB = BE = A EBF —isoscel =

m(XEBF) = 150° = m(XBFE) = 15" .



SUBIECTUL 4.(solutie completa)

Fie ABCD un paralelogram cu AC N BD = {0} si punctele M € (AB), N € (BC).
Punctele P si Q sunt simetricele punctului O fata de punctele M, respectiv N. Stiind ca
punctele P si Q apartin dreptelor AD, respectiv CD, demonstrati ca:

a )0 este centrul de greutate al triunghiului DPQ;
b )OPBQ este paralelogram;
c) BP = BQ daca si numai dacda ABCD este romb.

Solutie:

e
/

P

a)Fie PONDQ = {R},00Q n AD = {S}. Comparam A OMA cu A OBC:

0A = 0C U )
JAOM = <ROC{—>A OMA =A ORC = OR = 0M = OR = EPO
IX0AM = x0OCR
Comparam A ONC cu A OSA:

04 =0C U.LU. 1
XA0S = <CON} == AONC =A 0SA = 0S =0ON = 0S = EOQ
ISAO = xX0CN
Comparam A ORS cu A OMN:

OM = OR }L.U.L.

ON = 0S =—=A ORS =A OMN = MN = RS
IMON = xSOR (oP)

. M — mij. (OP

LOMN = <0ORS = MN || RS (1),In A OPQ: N — mij. (OQ)} = MN —-1l.m.
= MN | PQ si MN = %(2). Din (1) si (2) = RS || PQ si RS = PZ—Q

R - mij.(DQ)

= RS—-I1.m.in A DPQ = S — mij. (PD)

}:) O-c.g. ADPQ.



b )Fie DO n PQ = {T}

0-c.g. ADPQ = T —mij. (PQ) si OT = x = OD = 2x
OB = 0D = 2x OT =TB=x

ABCD —par. = OT = x TQ = TP

} =>TB =x, } = OPBQ- paralelogram

c),="BP=BQ = ABCD —romb

BP = BQ -
PBQO — par.} = PBQO —romb = BO 1 PQ = <0TQ = 90

- DT — mediana
In & DPQ: DT — inaltime
Cum BP = BQ = «BPT = x0QT (2).Din (1) si (2) = <APB = «CQB (3)
Comparam A APB cu A CQB:

} =A DPQ —is. = DP = DQ = <DPT = <DQT (1).

PB = BQ(ip.) Lo
U.U. = 3)
<XAPB = 2CQB(3) —— A APB =A CQB > 35 _ gg} =
4BAP = 4BCQ (= 180° — <DAB) B
DA = DC

ABCD — par.} = ABCD —romb.

,<"ABCD —romb = BP = BQ ,ABCD —romb = (DO — bis. <ABC <
(DT — bis.<PDQ OB 1 PQ

T — mij. (PQ) OQBP — par.} =
OQBP —romb = BP = BQ.

} =A DPQ —isoscel= DT L PQ &



