
 
 

 

 

Olimpiada Naţională de Matematică 

Etapa locală, Județul Dolj,17 februarie 2024 

Clasa a-VII-a 

 

 
    SUBIECTUL 1.    

     Fie numărul 𝑛 =
√70+30√5

8√7+3√5
∙ (√7− 3√5 −√7 + 3√5)  

a) Stabiliți dacă numărul 𝑛 este număr rațional; 

b) Găsiți [𝑛] și {𝑛}, unde [𝑛] reprezintă partea întreagă a lui 𝑛 și {𝑛} partea fracționară a lui 𝑛, 

adică {𝑛} = 𝑛 − [𝑛]. 

*** 

      SUBIECTUL 2.  

a) Arătați că pentru orice  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ are loc: 

|𝑥 − 𝑦|2 + |𝑥 + 𝑦|2 = 2(|𝑥|2 + |𝑦|2); 

b) Arătați că pentru orice  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ are loc: 

|𝑥 + 𝑦| + |𝑥 − 𝑦| = |𝑥| + |𝑦| + ||𝑥| − |𝑦||. 

*** 

      SUBIECTUL 3.  

       Considerăm pătratul 𝐴𝐵𝐶𝐷, punctul 𝑇 interior acestuia, astfel încât triunghiul 𝐴𝐷𝑇 este  

echilateral. În exteriorul pătratului construim triunghiul echilateral 𝐴𝐵𝐸 și triunghiul echilateral 𝐸𝐷𝐹, 

astfel încât punctul 𝐵 este situat în interiorul triunghiului 𝐸𝐷𝐹.  

a) Arătați că punctele 𝐶, 𝑇, 𝐸 – coliniare; 

b) Determinați măsura unghiului (∢𝐵𝐹𝐸). 

*** 

SUBIECTUL 4.  

Fie 𝐴𝐵𝐶𝐷 un paralelogram cu 𝐴𝐶 ∩𝐵𝐷 = {𝑂} și punctele 𝑀 ∈ (𝐴𝐵), 𝑁 ∈ (𝐵𝐶). Punctele 𝑃 și 𝑄 

sunt simetricele punctului 𝑂 față de punctele 𝑀, respectiv 𝑁. Știind că punctele 𝑃 și 𝑄 aparțin 

dreptelor 𝐴𝐷, respectiv 𝐶𝐷, demonstrați că: 

a) 𝑂 este centrul de greutate al triunghiului 𝐷𝑃𝑄; 

b) 𝑂𝑃𝐵𝑄 este paralelogram; 

c) 𝐵𝑃 = 𝐵𝑄 dacă și numai dacă 𝐴𝐵𝐶𝐷 este romb. 

Gazeta Matematică 10/2023  

 

 

Notă:   Toate subiectele sunt obligatorii 
               Fiecare problemă se va nota de la 0 la 7 puncte   
              Timp de lucru 3 ore 

 



 
 

Barem de notare și evaluare 

Olimpiada Natională de Matematică 

Etapa Locală, Județul Dolj, 17 februarie 2024 

clasa a VII a   

 

Subiectul 1. 

a) √70 + 30√5 =5 + 3√5 

    8√7 + 3√5= 4(3√2+ √10) 

                     √7 − 3√5− √7+ 3√5 = (− √10

2
). 

                     
√70+30√5

8√7+3√5
∙ (√7− 3√5 − √7+ 3√5)=−

5+3√5

4(3√2+√10)
∙ √10 

                      −
5+3√5

4(3√2+√10)
∙ √10 = −

5∙(5+3√5)

4∙(3+√5)
= −

5

4
∈ ℚ. 

1p 

1p 

1p 

1p 

1p 

b) [𝑛] = [−
5

4
] = [−1

1

4
] = −2 

     {𝑛} = {−1
1

4
} = −1

1

4
− (−2) =

3

4
. 

1p 

1p 

TOTAL 7p 

Subiectul 2 

a) Folosind relația  |𝑥|2 = 𝑥2 ⇒ 

       |𝑥 − 𝑦|2 + |𝑥 + 𝑦|2 = 𝑥2 −2𝑥𝑦 + 𝑦2 +𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 = 2𝑥2+ 2𝑦2  

      2(|𝑥|2 + |𝑦|2) = 2(𝑥2 + 𝑦2) = 2𝑥2 +2𝑦2  

      Finalziare : |𝑥 − 𝑦|2 + |𝑥 + 𝑦|2 = 2(|𝑥|2 + |𝑦|2)  

 

1p 

 

1p 

b)  Ridicând la pătrat obșinem: |𝑥 + 𝑦| + |𝑥 − 𝑦| = |𝑥| + |𝑦| + ||𝑥| − |𝑦|| ↑2 

(|𝑥 + 𝑦| + |𝑥 − 𝑦|)2 = [(|𝑥| + |𝑦|) + ||𝑥|− |𝑦||]
2 |𝑥|2=𝑥2

⇔    𝑥2+ 𝑦2 +2𝑥𝑦 + 𝑥2 +

𝑦2 −2𝑥𝑦 + 2|𝑥2 −𝑦2| = 𝑥2+ 𝑦2 +2|𝑥𝑦|+ 𝑥2 +𝑦2 −2|𝑥𝑦|+

2|𝑥2− 𝑦2|    

Finalizare:   2|𝑥2 − 𝑦2| = 2|𝑥2 −𝑦2| 

 

1p 

 

3p 

1p 

TOTAL 7p 



 
 

Subiectul  3 

a)   △𝐷𝑇𝐶 – isoscel ⇒  𝑚(∢𝐶𝑇𝐷) =
180°−30°

2
= 75° 

          △ 𝐴𝑇𝐸 – isoscel⇒  𝑚(∢𝐴𝑇𝐸) =
180°−(30°+60°)

2
= 45° 

                          Astfel 𝑚(∢𝐸𝑇𝐶) = 180° ⇒ 𝐶, 𝑇, 𝐸 – coliniare 

1p 

1p 

1p 

      𝑏)     
△ 𝐴𝐷𝐸
△ 𝐶𝐷𝐹

|
𝐷𝐴 = 𝐷𝐶
𝐸𝐷 = 𝐹𝐷

∢𝐸𝐷𝐴 = ∢𝐹𝐷𝐶 = 15°
 |
𝐿.𝑈.𝐿.
⇒   △ 𝐴𝐷𝐸 ≡△ 𝐶𝐷𝐹   

      Rezultă astfel 𝐹𝐶 = 𝐴𝐸 și 𝑚(∢𝐷𝐶𝐹) = 150° ⇒ ∢𝐹𝐶𝐵 = 60° 

      Dar △ 𝐹𝐵𝐶 – isoscel ⇒△𝐹𝐵𝐶 – echilateral⇒ 𝐹𝐵 = 𝐵𝐸 ⇒△ 𝐸𝐵𝐹 – isoscel ⇒

       𝑚(∢𝐸𝐵𝐹) = 150° ⇒𝑚(∢𝐵𝐹𝐸) = 15°  

         1p 

 

1p 

1p 

1p 

TOTAL 7p 

Subiectul 4 

a)   Fie 𝑃𝑂 ∩ 𝐷𝑄 = {𝑅} , 𝑂𝑄 ∩ 𝐴𝐷 = {𝑆}.  

△ 𝑂𝑀𝐴 ≡ △ 𝑂𝐵𝐶,△ 𝑂𝑁𝐶 ≡ △ 𝑂𝑆𝐴,△𝑂𝑅𝑆 ≡ △ 𝑂𝑀𝑁 ⇒ 

𝑂𝑅 =
1

2
𝑃𝑂,𝑂𝑆 =

1

2
𝑂𝑄 ,  𝑀𝑁 ≡ 𝑅𝑆. 

𝑀𝑁 ∥ 𝑅𝑆⇒  𝑅𝑆 ∥ 𝑃𝑄 și 𝑅𝑆 =
𝑃𝑄

2
. 

în △𝐷𝑃𝑄 ⇒
𝑅 –  mij. (𝐷𝑄)

𝑆 − mij. (𝑃𝐷)
} ⇒ 𝑂 – c. g. △ 𝐷𝑃𝑄 

        

1p 

 

1p 

1p 

b)   Fie 𝐷𝑂 ∩ 𝑃𝑄 = {𝑇} 

𝑂 – c. g. △𝐷𝑃𝑄,𝑂𝑇 =
𝑂𝐷

2
=
𝑂𝐵

2
= 𝑇𝐵,dar 𝑇𝑄 = 𝑇𝑃 ⇒𝑂𝑃𝐵𝑄 paralelogram 

 

1p 

c) ”⇒” 

BP≡BQ⇒ 𝑃𝐵𝑄𝑂 − romb ⇒ ∢𝑂𝑇𝑄 = 90°, 𝐷𝑇 − mediană ⇒△𝐷𝑃𝑄 – is. 

△ 𝐴𝑃𝐵 ≡△𝐶𝑄𝐵 ⇒ 𝐴𝑃 ≡ 𝐶𝑄 ⇒ 𝐷𝐴 ≡ 𝐷𝐶 ⇒ 𝐴𝐵𝐶𝐷 – romb. 

”⇐” 

𝐷𝑇- mediană , 𝐷𝑇 − bisectoarea ∢𝑃𝐷𝑄⇒△𝐷𝑃𝑄 – isoscel⇒𝐷𝐵 ⊥ 𝑃𝑄

⇒𝑂𝐵 ⊥ 𝑃𝑄, dar 𝑂𝐵𝑄𝑂 – paralelogram ⇒ 𝑂𝐵𝑄𝑂 – romb⇒𝐵𝑃 ≡ 𝐵𝑄  

 

         1p 

1p 

 

 

1p 

TOTAL 7p 



 
 

SUBIECTUL 1.(soluție completă) 

Fie numărul 𝑛 =
√70+30√5

8√7+3√5
∙ (√7 − 3√5 − √7+ 3√5)  

a ) Stabiliți dacă numărul 𝑛 este număr rațional; 

b ) Găsiți [𝑛] și {𝑛}, unde [𝑛] reprezintă partea întreagă a lui 𝑛 și {𝑛} partea fracționară a 

lui 𝑛, adică {𝑛} = 𝑛 − [𝑛]. 

Soluție. 

a) Folosind formula radicalilor compuși găsim:√70 + 30√5 =5 + 3√5,   

 8√7 + 3√5= 4(3√2 + √10) și  

            √7 − 3√5 − √7 + 3√5 = (−
√10

2
). 

             Astfel: 

            
√70+30√5

8√7+3√5
∙ (√7 − 3√5 − √7+ 3√5)=−

5+3√5

4(3√2+√10)
∙ √10=−

5∙(5+3√5)

4∙(3+√5)
= −

5

4
∈ ℚ. 

      b)   [𝑛] = [−
5

4
] = [−1

1

4
] = −2; {𝑛} = {−1

1

4
} = −1

1

4
− (−2) =

3

4
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

SUBIECTUL 2 (soluție completă) 

a ) Arătați că pentru orice  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ are loc: 

|𝑥 − 𝑦|2 + |𝑥 + 𝑦|2 = 2(|𝑥|2 + |𝑦|2); 

b ) Arătați că pentru orice  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ are loc: 

|𝑥 + 𝑦| + |𝑥 − 𝑦| = |𝑥| + |𝑦| + ||𝑥| − |𝑦||. 

 

Soluție.  

a)      |𝑥|2 = 𝑥2 ⇒
|𝑥 − 𝑦|2 = (𝑥 − 𝑦)2 = 𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2

|𝑥 + 𝑦|2 = (𝑥 + 𝑦)2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2
 

⇒ |𝑥 − 𝑦|2 + |𝑥 + 𝑦|2 = 𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2 +𝑥2 + 2𝑥𝑦+ 𝑦2 = 2𝑥2 + 2𝑦2  

2(|𝑥|2 + |𝑦|2) = 2(𝑥2 +𝑦2) = 2𝑥2 + 2𝑦2  

⇒ |𝑥 − 𝑦|2 + |𝑥 + 𝑦|2 = 2(|𝑥|2 + |𝑦|2) . 

b) Avem echivalențele: 

|𝑥 + 𝑦| + |𝑥 − 𝑦| = |𝑥| + |𝑦| + ||𝑥| − |𝑦|| ↑2 

Ridicăm ambii membri la pătrat ⇒ 

(|𝑥 + 𝑦| + |𝑥 − 𝑦|)2 = [(|𝑥| + |𝑦|) + ||𝑥|− |𝑦||]
2
⇒ |𝑥 + 𝑦|2 + |𝑥 − 𝑦|2 +2|𝑥 + 𝑦| ∙ |𝑥 − 𝑦| =

(|𝑥|+ |𝑦|)2 + ||𝑥| − |𝑦||
2
+ 2[(|𝑥|+ |𝑦|) ∙ ||𝑥| − |𝑦||]

|𝑥|2=𝑥2

⇔    𝑥2 +𝑦2 +2𝑥𝑦 + 𝑥2+ 𝑦2 −

2𝑥𝑦 + 2|𝑥2 −𝑦2| = 𝑥2 + 𝑦2 + 2|𝑥𝑦|+ 𝑥2+ 𝑦2 −2|𝑥𝑦|+ 2|𝑥2 − 𝑦2| ⇔ 2|𝑥2 − 𝑦2| =

2|𝑥2− 𝑦2| – egalitate adevărată. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

SUBIECTUL  3.(soluție completă) 

Considerăm pătratul 𝐴𝐵𝐶𝐷, punctul 𝑇  interior acestuia, astfel încât triunghiul 𝐴𝐷𝑇 

echilateral. În exteriorul pătratului construim triunghiul echilateral 𝐴𝐵𝐸 și triunghiul 

echilateral 𝐸𝐷𝐹, astfel încât punctul 𝐵 este situat în interiorul triunghiului 𝐸𝐷𝐹.  

a )Arătați că punctele  𝐶, 𝑇, 𝐸 – coliniare; 

b ) Determinați măsura unghiului (∢𝐵𝐹𝐸). 

Soluție. 

  

a) Unind punctele 𝐶, 𝑇 și 𝑇, 𝐸,observăm că △ 𝐷𝑇𝐶 – isoscel, pentru că 𝐷𝑇 = 𝐷𝐶  și  

△ 𝐴𝑇𝐸 – isoscel, pentru că 𝑇𝐴 = 𝐸𝐴. Astfel găsim : 

𝑚(∢𝐶𝑇𝐷) =
180° − 30°

2
= 75° 

𝑚(∢𝐴𝑇𝐸) =
180° − (30° + 60°)

2
= 45° 

Astfel 𝑚(∢𝐸𝑇𝐶) = 𝑚(∢𝐸𝑇𝐴) + 𝑚(∢𝐴𝑇𝐷) + 𝑚(∢𝐷𝑇𝐶) = 45° + 60° + 75° =

180° ⇒ 𝐶, 𝑇, 𝐸 – coliniare. 

b) 
△ 𝐴𝐷𝐸
△ 𝐶𝐷𝐹

|
𝐷𝐴 = 𝐷𝐶
𝐸𝐷 = 𝐹𝐷

∢𝐸𝐷𝐴 = ∢𝐹𝐷𝐶 = 15°
 (deoarece △ 𝐹𝐸𝐷 –  echilateral)|

𝐿.𝑈.𝐿.
⇒    

△ 𝐴𝐷𝐸 ≡△ 𝐶𝐷𝐹  

Rezultă astfel 𝐹𝐶 = 𝐴𝐸 și 𝑚(∢𝐷𝐶𝐹) = 150° ⇒ ∢𝐹𝐶𝐵 = 60° 

Dar △ 𝐹𝐵𝐶  – isoscel ⇒△ 𝐹𝐵𝐶  – echilateral⇒ 𝐹𝐵 = 𝐵𝐸 ⇒△ 𝐸𝐵𝐹 – isoscel ⇒

𝑚(∢𝐸𝐵𝐹) = 150° ⇒ 𝑚(∢𝐵𝐹𝐸) = 15° . 



 
 

 

SUBIECTUL 4.(soluție completă) 

Fie 𝐴𝐵𝐶𝐷 un paralelogram cu 𝐴𝐶 ∩ 𝐵𝐷 = {𝑂} și punctele 𝑀 ∈ (𝐴𝐵), 𝑁 ∈ (𝐵𝐶). 

Punctele 𝑃 și 𝑄 sunt simetricele punctului 𝑂 față de punctele 𝑀, respectiv 𝑁. Știind că 

punctele 𝑃 și 𝑄 aparțin dreptelor 𝐴𝐷, respectiv 𝐶𝐷, demonstrați că: 

a )𝑂 este centrul de greutate al triunghiului 𝐷𝑃𝑄; 

b )𝑂𝑃𝐵𝑄  este paralelogram; 

c ) 𝐵𝑃 = 𝐵𝑄 dacă și numai dacă 𝐴𝐵𝐶𝐷 este romb. 

 

Soluție: 

 

a )Fie 𝑃𝑂 ∩ 𝐷𝑄 = {𝑅} , 𝑂𝑄 ∩ 𝐴𝐷 = {𝑆}. Comparăm △ 𝑂𝑀𝐴 cu △ 𝑂𝐵𝐶: 

𝑂𝐴 ≡ 𝑂𝐶
∢𝐴𝑂𝑀 ≡ ∢𝑅𝑂𝐶
∢𝑂𝐴𝑀 ≡ ∢𝑂𝐶𝑅

}
𝑈.𝐿.𝑈.
⇒   △ 𝑂𝑀𝐴 ≡△ 𝑂𝑅𝐶  ⇒ 𝑂𝑅 ≡ 𝑂𝑀 ⇒ 𝑂𝑅 =

1

2
𝑃𝑂  

Comparăm △ 𝑂𝑁𝐶  cu △ 𝑂𝑆𝐴: 

𝑂𝐴 ≡ 𝑂𝐶
∢𝐴𝑂𝑆 ≡ ∢𝐶𝑂𝑁
∢𝑆𝐴𝑂 ≡ ∢𝑂𝐶𝑁

}
𝑈.𝐿.𝑈.
⇒   △ 𝑂𝑁𝐶 ≡△ 𝑂𝑆𝐴 ⇒ 𝑂𝑆 ≡ 𝑂𝑁 ⇒ 𝑂𝑆 =

1

2
𝑂𝑄  

Comparăm △ 𝑂𝑅𝑆 cu △ 𝑂𝑀𝑁: 

𝑂𝑀 ≡ 𝑂𝑅
𝑂𝑁 ≡ 𝑂𝑆

∢𝑀𝑂𝑁 ≡ ∢𝑆𝑂𝑅

}
𝐿.𝑈.𝐿.
⇒   △ 𝑂𝑅𝑆 ≡△ 𝑂𝑀𝑁 ⇒ 𝑀𝑁 ≡ 𝑅𝑆  

∢𝑂𝑀𝑁 = ∢𝑂𝑅𝑆 ⇒ 𝑀𝑁 ∥ 𝑅𝑆 (1), În △ 𝑂𝑃𝑄 : 
𝑀 −mij. (𝑂𝑃)

𝑁 −mij. (OQ)
} ⇒ 𝑀𝑁 – l. m. 

⇒ 𝑀𝑁 ∥ 𝑃𝑄 și 𝑀𝑁 =
𝑃𝑄

2
 (2). Din (1) și (2) ⇒ 𝑅𝑆 ∥ 𝑃𝑄 și 𝑅𝑆 =

𝑃𝑄

2
 

⇒ 𝑅𝑆 – l. m. în △ 𝐷𝑃𝑄 ⇒
𝑅 –  mij. (𝐷𝑄)

𝑆 − mij. (𝑃𝐷)
} ⇒ 𝑂 – c. g. △ 𝐷𝑃𝑄. 

 



 
 

 

b )Fie 𝐷𝑂 ∩ 𝑃𝑄 = {𝑇} 

𝑂 – c. g. △ 𝐷𝑃𝑄 ⇒ 𝑇 – mij. (𝑃𝑄) și 𝑂𝑇 = 𝑥 ⇒ 𝑂𝐷 = 2𝑥  

𝐴𝐵𝐶𝐷 – par. ⇒
𝑂𝐵 = 𝑂𝐷 = 2𝑥

𝑂𝑇 = 𝑥
} ⇒ 𝑇𝐵 = 𝑥 ,

𝑂𝑇 = 𝑇𝐵 = 𝑥
𝑇𝑄 ≡ 𝑇𝑃

} ⇒ 𝑂𝑃𝐵𝑄- paralelogram 

c ) „ ⇒ ” 𝐵𝑃 ≡ 𝐵𝑄 ⇒ 𝐴𝐵𝐶𝐷 – romb 

𝐵𝑃 ≡ 𝐵𝑄
𝑃𝐵𝑄𝑂 − par.

} ⇒ 𝑃𝐵𝑄𝑂 − romb ⇒ 𝐵𝑂 ⊥ 𝑃𝑄 ⇒ ∢𝑂𝑇𝑄 = 90°  

 

În △ 𝐷𝑃𝑄: 
𝐷𝑇 −mediană
𝐷𝑇 − înălțime

} ⇒△ 𝐷𝑃𝑄 – is. ⇒ 𝐷𝑃 ≡ 𝐷𝑄 ⇒ ∢𝐷𝑃𝑇 = ∢𝐷𝑄𝑇 (1). 

Cum 𝐵𝑃 ≡ 𝐵𝑄 ⇒ ∢𝐵𝑃𝑇 = ∢𝑂𝑄𝑇 (2). Din (1) și (2) ⇒ ∢𝐴𝑃𝐵 = ∢𝐶𝑄𝐵  (3) 

Comparăm △ 𝐴𝑃𝐵 cu △ 𝐶𝑄𝐵: 

𝑃𝐵 = 𝐵𝑄(ip. )

∢𝐴𝑃𝐵 ≡ ∢𝐶𝑄𝐵(3)

∢𝐵𝐴𝑃 ≡ ∢𝐵𝐶𝑄 (= 180∘ − ∢𝐷𝐴𝐵)
}
𝐿.𝑈.𝑈.
⇒    △ 𝐴𝑃𝐵 ≡△ 𝐶𝑄𝐵 ⇒

𝐴𝑃 ≡ 𝐶𝑄
𝐷𝑃 ≡ 𝐷𝑄

}
(3)
⇒  

𝐷𝐴 ≡ 𝐷𝐶
𝐴𝐵𝐶𝐷 − par.

} ⇒ 𝐴𝐵𝐶𝐷 – romb. 

„ ⇐ ”𝐴𝐵𝐶𝐷 – romb ⇒ 𝐵𝑃 ≡ 𝐵𝑄  , 𝐴𝐵𝐶𝐷 – romb ⇒ (𝐷𝑂 – bis. ∢𝐴𝐵𝐶 ⇔ 

(𝐷𝑇 − bis. ∢𝑃𝐷𝑄

𝑇 −mij. (𝑃𝑄) 
} ⇒△ 𝐷𝑃𝑄 – isoscel⇒ 𝐷𝑇 ⊥ 𝑃𝑄 ⇔

𝑂𝐵 ⊥ 𝑃𝑄
𝑂𝑄𝐵𝑃 − par.

} ⇒ 

𝑂𝑄𝐵𝑃 – romb ⇒ 𝐵𝑃 ≡ 𝐵𝑄. 

 

 


